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ABSTRAK

Model matematika adalah suatu representasi sederhana dari suatu fenomena atau peristiwa alam yang
terjadi untuk disajikan dalam konsep matematis. Dari fenomena tersebut maka terbentuklah persamaan
matematika yang lebih sederhana dan mudah untuk diselesaikan. Nano fluid adalah salah satu fluida baru
yang memiliki keunikan karakteristik tersendiri. Komponen nano fluid adalah campuran fluida cair
dengan partikel nano yang memiliki ukuran antara 1-100 nm. Terdapat sifat karakteristik dari fluida nano
yaitu densitas fluida nano, viskositas, kalor spesifik fluida nano, dan konduktifitas termal. Pada penelitian
ini, bertujuan untuk memperoleh sebuah model matematika aliran tak tunak pada nano fluid melewati
bola teriris dengan pengaruh medan magnet. Untuk memperoleh model tersebut maka dibentuklah
persamaan pembangun berdimensi dari persamaan kontinuitas, persamaan momentum, dan energy
equation. Dari dimensional equation ditransformasikan ke dalam bentuk non-dimensional equation.
Kemudian diklasifikasikan dalam bentuk similarity equation menggunakan teori pada lapisan batas. Hasil
dari penelitian ini adalah diketahui pengaruh medan magnet pada aliran tak tunak nano fluid yang
melewati bola teriris.

Kata kunci: aliran tak tunak, bola teriris, medan magnet, nano fluid

PENDAHULUAN

Model matematika merupakan suatu
representasi sederhana dari suatu fenomena atau
peristiwa alam yang terjadi untuk disajikan dalam
konsep matematis. Sebagian besar peneliti saat ini
menggunakan model matematika untuk digunakan
sebagai dasar dari penelitian-penelitian yang
sedang dilakukan dengan tujuan memudahkan
dalam proses penyelesaian. Bidang ilmu
matematika dengan penerapan model matematika
dikelompokkan sebagai bidang matematika
terapan. Dalam fenomena kasus fluida dibutuhkan
model matematika untuk menyelesaikan kasus
tersebut secara numerik dengan harapan
mempermudah penyelesaian dalam masalah
tersebut.

Nano fluid adalah salah satu fluida baru yang
memiliki  keunikan  karakteristik  tersendiri.
Komponen nano fluid adalah campuran fluida cair
dengan partikel nano yang memiliki ukuran antara
1-100 nm. Terdapat sifat karakteristik dari fluida

nano yaitu densitas fluida nano, viskositas, kalor
spesifik fluida nano, dan konduktifitas termal.
Fluida yang digunakan pada penelitian ini adalah
fluida nano yang termasuk dalam fluida Newtonian.

Aliran tak tunak merupakan aliran
kecepatan yang mengakibatkan perubahan suatu
variabel dan waktu pada tempat tertentu. Aliran
dengan penggunaan fluida nano dengan
karakteristik fluida nano yang unik mengakibatkan
meningkatnya interaksi dan tumbukan antar
partikel, fluida dan permukaan yang dilaluinya
sehingga memicu adanya lapisan-lapisan batas
pada permukaan benda.

Tahapan terbentukanya model matematika
dalam penelitian ini adalah berasal dari
pengembangan persamaan kontinuitas, persamaan
momentum, dan persamaan energi yang disebut
dengan persamaan dimensional. Selanjutnya dari
persamaan tersebut ditransformasikan ke bentuk
persamaan non-dimensional, dengan menggunakan
persamaan teori lapisan batas (boundary layer
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theory equation) maka diperoleh persamaan
similaritasnya.

METODE PENELITIAN

Literature Study

Dalam hal ini peneliti melakukan literature
Study terhadap hal apa saja yang berkaitan dengan
proses penelitian, misal mengenai karakteristik
nano fluid, aliran tak tunak, lapisan batas, medan
magnet, bola teriris, dan lain-lain yang berkaitan
dengan fenomena penelitian yang dilakukan.

Pengumpulan Data
Tahap ini dilakukan pengumpulan data
dengan cara menentukan variabel-variabel yang
berhubungan dengan kecepatan dan temperatur
yang terjadi pada aliran fluida. Variabel-variabel
yang mempengaruhi pada studi kasus ini adalah
sebagai berikut:
1. Densitas nano fluid
pnr = (L= X)ps + Xxps 1)
2. Viskositas
Unf = (1_## (2)
3. Konduktifitas termal
knf (ks+2kf)—2x(ks—ks)

; - (ks+2kp)+x(kp—ks) (3)
4. Parameter magnetic
B3V
=— 4
T @
5. Bilangan Prandtl
v
=g )

Pembangunan Model Matematika

Setiap model memiliki bentuk karakteristik
tertentu. Pada tahap ini dikaji model matematika
aliran tak tunak nano fluid melewati bola teriris
dengan pengaruh medan magnet. Dalam kaitannya
model yang dikaji terlebih dahulu adalah model
fisik yang sesuai dengan harapan.

Turbulence Stream

Laminer Flow I
Nano Fluid Flow

Ubo, Teo U, Too

Gambar 1. Model Fisik Bola teriris

Tahap-tahap dalam penyusunan model
matematika yaitu sebagai berikut:

1. Membangun persamaan dimensional dalam
bentuk model matematika yaitu persamaan

kontinuitas, persamaan momentum, dan
persamaan energi.
2. Menentukan  boundary  condition  untuk

membentuk persamaan pembangun dalam
model matematika.

3. Mentransformasikan persamaan dimensional ke
dalam persamaan non-dimensional kemudian
dikelompokkan ke persamaan similaritas
dengan menggunakan teori pada lapisan batas.

4. Menyederhanakan model matematika dengan
pendekatan fungsi alir (stream function).

5. Menentukan model matematika dari aliran tak
tunak pada nano fluid melewati bola teriris
dengan pengaruh medan magnet.

6. Mencari pengaruh medan magnet dari model
matematika yang telah dibangun.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Persamaan pembangun yang digunakan
dalam penelitian ini adalah berasal dari persamaan
kontinuitas, persamaan momentum dan
persamaan energi. Bentuk persamaan yang
digunakan tersebut adalah sebagai berikut
1. Persamaan kontinuitas

Diasumsikan bahwa aliran fluida yang dianalisis
terletak pada bidang xoy

png | Wpnsw) | Apnsv) _
6t+ ax + ay =0 (6)
Dinotasikan dalam bentuk notasi vektor
ap —
o+ Pnp(V.V) =0 (7)
Karena pada penelitian bersifat incompresibble
maka az:f = 0 maka
VvV =0 (8)

2. Persamaan momentum
Dari persamaan kontinuitas dan sifat divergensi
maka persamaan tersebut menjadi

pG+7 -VV)6x8y8z = 5 F 9)
Dengan ), F adalah komponen gaya-gaya yang
bekerja dipermukaan maka

pur G+ V - VD)6x8y6z = F; + Fgg (10)
Dengan F;adalah gaya permukaan dan Fygg
adalah gaya magnet bentuk tegangan-tegangan

pada permukaan dengan menjumlahkan seluruh
gaya pada arah x dan y

00y

Ry = (2224 %) 5x8y52,

d Ty
F,y = (;—Yyy + =25)5x8y8z (11)

Sehingga terbentuk persamaan dari resultan
gaya permukaannya
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((‘3% + 22 5x8y82) ] (12)
Untuk fluida Newtonian tak mampu-mampat,
diketahui bahwa tegangan berbanding lurus
terhadap laju deformasi sehingga
e Tegangan normal

Gux = =P + 2ltny o= (13)
Oyy = =P + 24ins 3o (14)

e Tegangan geser
Ty = Ty = ng G+ 50) (15)

Dengan mensubstitusikan tegangan normal dan
tegangan geser maka persamaannya menjadi

6x5y52 =-Vp+ ,uan | (16)
Gaya magnet yang terbentuk dari gaya Lorentz
Fmag _ 217
Txbyor oBgV a7
Dari persamaan (10) maka terbentuk

persamaan momentum sebangai berikut
PG+ (7 - V)V) = —Vp + uV?7 — 0BV (18)
Atau dapat dituliskan
v — — 1 —
(E +(7- V)V) =~ W+ v V2V
——oB
Pnfo- OV
3. Persamaan energi
Berlakunya hukum [ Termodinamika akibat
adanya energi akibat tumbukan partikel dalam
fluida yaitu mengenai energi total yang
tersimpan dari suatu sistem. Hukum tersebut
dapat dituliskan dalam persamaan energi
menurut (Alkasasbeh, 2015)
(VDT = e, V2T
Karena unsteady flow maka
persamaan sebagai berikut

T | &
(PCplng (G +V - (V1)) = kyfV2T)
Atau dapat dituliskan
or
Gt

Dengan

(19)

(20)
didapatkan

(21

aT aT d 9T
u— + va) = anf(

Py g) (22)

Knf
Apr = 23
nf PCpnf ( )

Model Matematika Dimensional
Penurunan persamaan pembangun
1. Persamaan kontinuitas
oFu | ATu
- —=0
ox ay
2. Persamaan momentum
6u _o0u _oJu 1 0p
u V—_=———
at ox ay Pnf 0%
9%u 92 o B3l
Ung (—_2 + T) -2
ox ay? Pnf
u _ 6u _ au 1 op
St At o= -2
at ax By pnf ay
a Bou

92 9%u )
v —_— —_— —_—
nf (6;?2 + 372 Pnf
3. Persamaan Energi
_aT , _oT
St

82T 92T
C v =ty (G oy
uzt nf (09?2 + ayz)

(24)

(25)

(26)

@27)

Dengan kondisi awal dan kondisi batas untuk

t <0;u =7 = 0untuksetiap x - y
t=>20,u=v=0T->T,,padasaaty =b —a
U = U,(x), T - T,,pada saat y—>oo
Dengan u, = %Uoosin(g)

Model Matematika Non-Dimesional

Untuk merubah model matematika dimensional
menjadi model matematika non-dimensional maka
diberikan variabel-variabel non-dimensional yang
digunakan yaitu sebagai berikut:

x-—_,y R1/2| | R, _ U@ u

——Uu=—, V=
R;/Z (ﬂ)’ Vs

Unf Uoo

=y (x) = P25, r(x) =

7(x) _ p _ Uinftyt _ T-Tw
a '’ PnfUS’ a ' Tf—Too
substitusikan persamaan-persamaan di atas ke
dalam  persamaaan dimensional sehingga
terbentuk persamaan non-dimensional seperti
berikut:
1. Persamaan kontinuitas
o(ru) |, o(rv) _
P 3y = 0 (28)
2. Persamaan momentum
Arah sumbu X
du ou _ dp 9*u
+ 6x+v6y_ 6x+vnf6x2+
Vnf 92 u
o (29)
Arah sumbu -y
R GO R
Re\at ' ax ' dy) 0y ' aUeRedx?
Ung v 1
U 357 + Mv (30)
3. Persamaan energi
_oT | _aT a%T | 9T
—+ —+U anf(ﬁ+ayfz) (31)

KOHdlSl awal dan kondisi batas untuk 0° < x <
6;diberikan sebagai berikut:

t < Omakat< 0,t > Omakat=> 0

t< 0:u=v=0,saatxy

t=>0:u=v=0,makay =0

u =1u,(x), T- T,,padasaaty - o
cosa

3 . cosa
Denganu, = - sin (x E) danb = ox
Penyederhanaan Pada Lapisan Batas
Penyederhanaan model non-dimensional dengan
pendekatan pada lapisan batas, dengan Re — oo
sehingga berakibat Re — 0

1. Persamaan kontinuitas
a(ru) a(rv)

ox ay

2. Persamaan momentum

=0 (32)

Arah sumbu -x

du u ou a Vnf 0%u
Srutrvt=-24 0
at dx dy dox vy dy?

—Mu (33)

Arah sumbu -y
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op _
—=0 (34)

3. Persamaan energi

p 8 _ Lo 826
Pada persamaan momentum sumbu y terlihat
bahwa tekanan fluida p adalah variabel bebas
terhadap y sehingga dapat disimpulkan bahwa
tekanan aliran hanya bergantung pada variabel x,
maka persamaan momentum dan persamaan
energi yang digunakan sebagai pembangun model
pada penelitian ini adalah
1. Persamaan momentum

ou 0w _Op  vadtu_
+ ax vay T vy 0y? Mu (36)
2. Persamaan energi
90 _ 1 ans 3?6
+ =1L (37)

6y Pr ay 0y?
Selanjutnya substltu51kan beberapa variabel dan
persamaan sebagai berikut:
pnr = (L = x)pg + xps

—_Hr
‘unf - (1—X)2‘5

Sehingga pada fluida yang melewati permukaan
bola pada daerah di luar lapisan batas persamaan
momen-tum dan persamaan energi di atas dapat
ditulis sebagai berikut:

1. Persamaan momentum

6ue 6ue Oue _ ap
tu Ue ox tv ady - ox

1 9%u
[(1—x)2~5[(1—x+(x5—;)] oy~ Mt (38)

2. Persamaan energi

% % _ i(k5+2kf)—zx(kf—ks)62_9 (39)
ax dy  Pr (ks+2kf)+x(kf—k5) ay?
Karena kecepatan aliran bebas u, = (x Cosx) maka
diperoleh
Qe _ () Qe _ g DU _
a ~ ay =0, ay? =0 (40)

Dari penyederhanaan model matematika diatas
maka model matematika non-dimensional dapat
ditulis sebagai berikut

1. Persamaan kontinuitas
a(ru) a(rv)

P ay 0 (41)
2. Persamaan momentum
ou Bue
+ ox + Ue 6x +
1
M, —u
[(1—x)2-5[(1—x+(xp1vo)] ay? (e )
(42)
3. Persamaan energi
26
SuS+ve=
at
kg+2k ke—k 2
1 (s+2 f) 2x(kg—ks) %6 (43)

Pr (p(ks+2kp)+x(kf—ks)[(1-x)+xPCND] ay?
Saat kondisi awal dan kondisi batas
t < 0;u =v = 0,untuksetiap x, y
t>0;u=v=0padasaaty =0
U=1U,(x), T> Ty padasaaty - 0
3,
= Esm( ) danb =

cosa

Denganu
& e cosx

Fungsi Alir (Stream Function)

Fungsi alir atau fungsi arus adalah suatu
fungsi yang digunakan untuk menghubungkan dua
fungsi kecepatan yaitu komponen kecepatan u
yang alirannya berada pada arah x dan v berada
pada arah y. dengan adanya fungsi alir () untuk
fluida yang melewati permukaan bola dapat
menyederhanakan banyak persamaan dan secara
komputasi dapat dibuat dalam satu variabel
Fungsi alir dapat dinyatakan sebagai berikut
(Mohammad, 2014)

19¥

a
u = ;E dan v = _;E (44)

Setelah mensubstitusikan persamaan (38) ke
dalam model matematika non-dimensional maka
persamaan tersebut menjadi
1. Persamaan kontinuitas

v _ % (45)
ax ay dx 0y
2. Persamaan momentum
10% | 10y 0%  10r 0y, 10pa*y _
ravoc Trzayayar riaxay) T rZoxoy
2 | ! |12
€ ox  La-0?S[a-x+(xpnp)l r 0y3
10y
+M (u - 25%) (46)
3. Persamaan energi
oT | 10yor _10yaT _ 1 0T 47)
ot rdydx raoxdy Pray? (
Dengan kondisi batas;
Y

t<0:y = 7y = 0,6 = 0 untuk setiap x, y

t20:¢=%=0,9 = 1padasaaty =0
% = u,(x),0 = 0 padasaaty — oo

3 . cosa cosa
U, —Esm(xﬂ) danb = a

COsx

Persamaan Similaritas
Pada saat aliran fluida melewati Stagnation Point

(x =0°) maka persamaan similaritas pada
persamaan momentum dan energi menjadi
1. Persamaan momentum
1 8°F
+ 5 cos at
[(1—)()2-5+[(1—x)+(xp1vp)]] oy3
ar\? o%F o2F

<1 B (5) B Fﬁ) T atov (48)

2. Persamaan energi
(ks+0kp)—2x(kp—ks) 225 3 95 _
(ks+0kp)+x(ks—ks)(1-x)+xpCnp 0Y? 2cosa Y
as
PrE (49)

Sehingga diperoleh persamaan differensial biasa

sebagai berikut
1. Persamaan momentum
1 " 3 _ N2 _
(1—x)2-5+[(1—x)+O(pND)]] };  Scosa t—(F9
FF")+ Mt(1-F") = Z—t (50)

2. Persamaan energi
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(ks+2kf)_2)((kf_ks) S+ 3
(ks+2kp)+x(kg—ks)[(1-x)+xpCND] 2cos

PrFS' =
(24

(51
Dengan kondisi batas
aF aF
t<0:F=—=05=0,t=z0F=—-=0S=1
ay ay

«om

Dengan adalah notasi turunan terhadap y

PENUTUP

Berdasarkan pembangunan model
matematika sehingga mendapatkan 3 persamaan
yang digunakan yaitu persamaan Kkontinuitas,
persamaan momentum, dan persamaan energi.
Selanjutnya dari persamaan dimensional dijadikan
persamaan non-dimensional dengan mensubstitu-
sikan parameter-parameternya. Menyederhana-
kannya dengan menggunakan fungsi alir dengan
tujuan dapat menghubungkan dua fungsi
kecepatan pada aliran, dan terakhir mentrans-
formasikan ke bentuk persamaan similaritas untuk
mendapatkan hasil akhir dari model matematika-
nya. Dari model matematika aliran tak tunak pada
nano fluid melewati bola teriris dengan pengaruh
medan magnet dapat diketahui bentuk parameter-
parameter dalam persamaan yang digunakan dan
pengaruh medan magnetnya., sehingga dapat
dilihat pengaruh medan magnet berbanding lurus
dengan kecepatannya akan tetapi berbanding
terbalik terhadap temperaturnya. Dapat disim-
pulkan semakin besar parameter magnetiknya
maka semakin besar pula kecepatannya akan tetapi
temperaturnya semakin menurun.

Untuk  penelitian  selanjutnya  dapat
dilakukan penyelesaian secara numerik agar dapat
diketahui secara numerik dan disimulasikan
dengan menggunakan program sehingga dapat
diketahui pengaruh profil kecepatan dan
temperatur pada model yang telah dibentuk.
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